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§  1- 

l>e  théorcme  de  Goldbach  est  bien  connu:  On  peut  écrire  tout 
nombre  pair  comme  la  somme  de  deux  nombres  premiers.  Euler  dans 
une  lettre  de  1742  a  écrit:  »Ich  halte  dies  fur  ein  ganz  gewisses  theorema, 
ungeachtet  ich  dasselbe  nicht  demonstrieren  kann.«  Ce  théorème  n'a  pas 
encore  été  prouvé,  et  il  en  est  de  même  du  théorème  suivant:  La  suite 
des  »  nombres  premiers  jumeaux '<  '  est  illimitée.  E.  Land.au  dans  un  dis- 
cours, fait  au  congrès  international  des  mathématiciens  à  Cambridge  en 
1912,  a  dit  qu'il  tient  ces  problèmes  pour  «unangreifbar  beim  gegenwàrtigen 
Stande  der  Wissenschaft*. 

On  a  pourtant  maintenant  un  point  de  départ  pour  le  traitement  de 
ces  problèmes,  après  qu'on  a  découvert  que  les  nombres  premiers  de 
Goldbach  et  les  nombres  premiers  jumeaux  peuvent  être  déterminés  par 
une  méthode  analogue  à  celle  d'Eratosthène.  Le  premier  qui  ait  attiré 
l'attention  sur  ce  fait  est  Jean  Merli.n'-. 

La  méthode  consiste  en  un  emploi  double  du  crible  d'Eratosthène. 
Soit  p.  ex.  à  décomposer  le  nombre  pair  26.  Nous  écrivons  les  deux 
suites  de  nombres  suivantes: 

0     1     2     :5     4     ô     fi     7     8     'J    10  11    12   l.*}  H   15   16   17   18  19  20  21   22  23  24  2ô  26 
26  25  24  2:5  22  21    20  Ut   18  17   16  15  14  13   12   11    10    9     8     7     6     5     4     3     2     1    ^ 

Les  nombres  premiers  au-dessous  de  ]''2{')  sont  2,  .'5  et  5.  Alors  nous 
efi'açons  les  nombres  de  la  forme  2).  et  31  et  5/.  dans  nos  deux  suites. 
La  somme  d'un  nombre  de  la  première  ligne  et  le  nombre  immédiatement 
au-dessous   de    la   deuxième   ligne  est  20.    Si  ces  deux  nombres  sont  non- 


*  C'est-à-dire  les  couples  des  nombres  premiers  ayant  la  différence  2.  Voir  P.  Slâckel 
dans   .Silzungsberichte  der  Heidelberger  Akademie,   Abt.  A,  Jahrg.   19 16,   10  Abh. 

2  Voir  Bulletin  des  Sciences  matl)omali(|ues  T.  39,  i  partie,  1915.  Voir  aussi  Viggo 
Brun  dans  „Archiv  for  Malhematik  og  Naturvidenskab"  1915,  B.  34,  nr.  8:  ,Uber  das 
Gîidbachsche  Gesetz  und  die  Anzahl   der  Primzahlpaare." 
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effacés,  ils  sont  nombres  premiers,  et  donnent  alors  une  décomposition 
goldbachienne  de  26.  11  n'est  pas  nécessaire  d'écrire  la  deuxième  suite. 
On  peut  seulement  choisir  comme  points  de  départ  des  effacements  les 
nombres  26  et  0  de  la  première  suite.  Par  cette  méthode  nous  obtenons 
toutes  les  décompositions  d'un  nombre  pair  x  dans  une  somme  de  deux 
nombres  premiers,  situés  entre  y  x  et  .r  —  ^x.  En  choisissant  comme 
points  de  départ  -|-  0  et  2  nous  pourrons  déterminer  les  nombres  premiers 
jumeaux.  Nous  ne  savons  pas,  si  un  traitement  de  cette  méthode  pourra 
conduire  à  une  démonstration  de  ces  théorèmes;  mais  nous  verrons  que 
la  méthode  peut  au  moins  conduire  à  des  résultats  bien  profonds. 

§  2. 

Etudions   d'abord    la   méthode    d'Eratosthène,  en  lui  donnant  la  forme 
suivante: 

Soient  données  les  séries: 

0123456789     10 x 

0  2  4  6  8  10 

G  3  6  9  

0  5  10 


0  Pn  2pn  3jVn Ipn 

OÙ  X  désigne  un  nombre  entier  et  j^n  le  nombre  premier  ii-'ième: 

Pn  ^]/x  <i  pn^i 
et  X  un  nombre  entier: 

Xpn^x<^{l-]-  l)y;„. 

Les  termes  de  la  première  série,  qui  sont  différents  de  tous  les  termes 
des  autres  séries,  sont  les  nombres  premiers  situés  entre  "^x  et  x  et  le 
nombre   i. 

Ce  sont  les  termes  non-effacés  du  crible  d'Eratosthène.  Généralisons, 
en  étudiant  les  séries  arithmétiques  suivantes: 

J  J-\-D  J-\-^D  J-^3D  J-\-4:D 

«1  ai-\-Pi  ^i  +  ^lh  «i  +  3/>i  ^'i  +  4j;i 

«2  «2+P2  f'2  +  2^;2  ^'2  +  3j>2  (i2-\--^P2 


f(i._l      ar-i-\-pr-i      a,^i-{-2pr-i       «r-l  +  3  jJr-l      Or-^ -\- ^Pr-1 
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Les  séries  s'étcnclciit  de  0  à  r.  D  il«'sij,'ii(:  un  iionihrc  entier,  premier 
avec  les  nombres  premiers  px,  />.,,  ...  j>r  (successifs  ou  non,  mais  clifTé- 
rents). 

J  cl  iix,  II.,,  ...  itr  sont  des  nombres  entiers: 

0  <  «i  ^  ]h . 

Nous  posons  le   problème  suivant: 

Combien  la  première  ligne  contient-elle  de  termes  différents  de  tous 
les  termes  des  autres  lignes? 

Nous  désignerons  ce  nombre  par 

N{J,     1),    X,    11^,    pi,    II.,,    p.,,  .  .  .    ((r,    pr) 

ou   souvent  plus   brièvement  par 

X(I>,    X,    pi,    p',,   .  .  .  pr)- 

Nous  obtenons  la  formule  fondamentale: 

.V(^,  I),  X,  r/,,  pi,  .  .  .  (ir,  ))c)  = 
=^  y  {J,   D,  X,  (II,  pi,  .  .  .  ^/r-l,  y^r-l)  —  y{J',    l^pT,  X,  (Ix,  pi,  .  .  .  flr-1,  Pr-l) 
OÙ 

0<  ^'^  Dpr 
OU  plus  brièvement: 

X(IJ,  X,  pi,  p>,  .  .  .  Pr)== 
X{D,  X,  y>i,  p.,,  .  .  .  y^r-i)  —  X{Dpr,  X,  y>|,  pz,  .  .  .  y^r-i)  Ut 

en  étudiant  d'abord  nos  séries  arithmétiques  jusqu'à  la  série  (tr-i-}-  /^Jh-i, 
et  en  ajoutant  alors  la  série  'ir-\-l/>c-  Supposerons  connu  X{J,  D,  x, 
(II,  pi,  .  .  .  (ir-i,  Pr-]).  Nous  en  déduissons  X {J,  D,  x,  (ii,  pi,  .  .  .  Or,  p,) 
en  soustraissant  le  nombre  des  termes  de  la  dernière  série,  qui  sont  iden- 
tiques aux  termes  de  la  première  série,  mais  non-identiques  aux  termes 
des  séries  intermédiaires. 

Nous  voN'ons  que  ce  nombre  est  égal  à  X{J',  D- Pt,  x,  a^,  }>i,  ■  ■  ■  7>r-i) 
en  remarquant,  que  les  termes  de  la  dernière  série  r^,  -j-  /.7>„  qui  sont 
identiques  aux  termes  de  la  première  série  J  -{-  u  •  I)  sont  les  termes 
entre  0  et  a:  de  la  série  arithmétique: 


J'       j'-\-l)pr       J'-t'^1>    pr       J'  +  'iDpr       J'  -\-   ^  D  ■  pr 
OÙ 

0  <  .y'  ^  />»  Pr 
J'  étant  le  terme  positif,  le  plus  petit  de  la  série. 
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L'équation  indéterminée 
ou 

a,    comme    on    sait,   toujou.s  des  résolutions,  parce  que  p^  et  D  sont  pre- 
miers entre  eux.    Les  résolutions  sont: 

f^  "=  flo-\-  t  ■  pr 

quand  Âo,  .a,  sont  des  résolutions  et  quand  t  parcourt  les  valeurs  0     +  1 
±  2,  .  .  .   .  '    -    . 

Les  termes  de  la  dernière  série  qui  sont  identiques  aux  termes  de  la 
première  série  sont  alors  tous  les  termes 

a,  +  hh=ar  +  Kpr  +  tD-pr     où     ^  =  0,   ±  1,    +  2,  .  .  . 

Ce  sont  les  termes  d'une  série  arithmétique,  ayant  la  différence  D-p 
Nous   définissons   spécialement    N{j,   D,  x)   ou    brièvement  N{D,  x] 
comme  le  nombre  des  termes  entre  0  et  x  de  la  série 

J     J-^D     J  +  2D     j4^^D  .  .  .  jJ^iD 
ou  ' 

Nous  en  déduissons 

l^l^N{D,x)  =  ^J^e         ou     -l<^<i. 

Nous  donnerons  un  exemple  en  choisissant: 
^  =  2     D=l     x=eO     a,.^2     p,=^,     a,=  l     p,^s     ,,^^,     ^„^_, 
^±A^J^l___Jl__2S_  30  37  @^       51  58 

(B)      2  4  6  8  10  12  14  16  18  20  22  24"ï^2^3ol7373^'40^^8~5^52:54~Ï6ir^ 
5^Lii^î_lL_lLilJl_ZLiLii^^l_^  ''     ''     ''     46     49     52     65     58 
■^^         '       '  ''         ''         24  29         34~~39  47~r49^~54  sT 

Les    nombres    de   (A)   qui   sont   différents    des    nombres    de  (B)  et  (C) 

sont    9,   23,  51.    Ajouterons    alors    la   série   (D).     Les    nombres    identiques 

de  (A)  et  (D)  sont  9  et  44,  ayant  la  différence  7-5.    Nous  obtenons  alors: 

^^(7,  60,  2,  3,  5)  ^  Ni7,  60,  2,  3)  -  .Y(7.5,  60,  2,  3, 

2=3-1 
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De  la  tonmilc  (i)  nous  déduissons  k-s  suivantes: 
A'(/>.  J-.  r\,  Pi,  ■  ■  ■  /'r>  =  X(I),x)  —  \(I)  J>i,  X)  —  X{I)  />.,,  X,  Pi) 

—   \{P  Pi,  X,  Pu  p..)  —  ...  —   N(l)pr,  X,pu  p., y>r-ll 


(2) 


et 


(3) 


.V(/>,   X,  Pi,  p.,,  .  .  .  pr) 

.\{I).  ./)       .\[P  Pi,  X)   -  \[P]h,  X)-  ...   -  X{1)  p„x) 

+    \{/>  p.,  ]>i,  X) 

+  .V (/>/.;,  Pi,  x)  -f  \\n  y/;i  /'.,  J-,  y>i) 

+  -Vi/^  ;'4  y'i.  ^'  4-  A'(/>y>4  y^,  r,  y*i)  +  X{Ppr]h,  ■^,  ;^i- 7^2» 

-f 

+ 

4-  -^'('^  yvy'i,  .r)  +  X{/>  l'r  i>2,  X,  Pi)  +  N{I)prp^,  x,  Pulh)-\-  •  •  •  + 

Nous  donnons  à  la  dernière  formule  la  forme  plus  courte: 

y\I),  X,  Pi,  p.,,  ..  .  Pv)  = 

^-  y{D,3)-  1'  X{I>  p,uX)-{-  I    Z  X{Dp,,p,„x,puîh,---Vh-x)     (3') 
a^r  a^r  b<;a 

Quand  il  s'agit  de  déterminer  une  limite  inférieure  de  y[T),x,p^,p.i, . .  .pr), 
nous  pouvons  écarter  tant  de  termes  positifs  dans  la  formule  (3)  que  nous 
voulons.  On  peut  choisir  ces  termes  de  plusieurs  manières  différentes^  p.  ex. 
les  termes  qui  se  trouvent  à  droite  d'une  ligne  verticale.  En  général  nous 
obtenons  la  formule  : 


A' (^-  X,  Ih,  ]h.  ■  .  •  Pr)  >  ^V(Z>,  x)  —  2"  X{Dpa,  x)  -f 

a5^r 
-f  11^  X{l>p>x-pu,  X,  Pi,  p.,,  .  .  .  2)h-i) 


(4) 


où  nous  avons  choisi  pour  Pa.-2^b  un  domaine  ((Jj  qui  se  trouve  à  l'intérieur 
du  domaine  suivant: 

}h  ■  Pi     Ih   Ih 

Vi  •  Pi     Pi  ■  Pi     Pi  ■  Pz 


Pr-Pi       Pt-Pz       Pr-P3    ■    •     •    Pc' Pr-1 


1    Voir:     ,Nyt  tidsskrift"    1918:     Une    formule    exacte    pour    la    détermination    du    nombre 
des  nombres  premiers  au-dessouî  de  x,  etc.  par  Viggo  Brun. 
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En    employant    la    formule    (4)    deux    fois    nous    obtenons   la   formule 
nouvelle: 

N{D,  x,p„2h,  ■  ■  -Pv)  >  N(D,  x)  —  2:N[D-pa,  x)  + 

a<r 

+  SS(N{D-p^-p^,  X)  -2N[D-p^-p^-Vc,  x)\  + 

10 1  \  c<b  / 

+  22  22  N{D-p^-pb-Pc-lM,  x,pi,  po,  ■•   pd-ï) 


f'/i       (1)2 


OU 


lOl    <Wi 


et  OÙ  102,  désigne  le  domaine  de  p^-pH- 
En  continuant  et  en   nous  servant  de 


N{d,  x)  =.  '-^  +  d 
nous  obtenons  à  la  fin  la  formule  générale: 


ou 


— \<e< 1 


^N(D,x,p„p^,...pr)>l-  2    -~-^22-^(\-2    —\-\- 


-^22  22 


1 


V         e<d  P^j 


+  . 


RD 

X 


(5) 


^1'     ft,.2    P^PhPcPA   \         e<d  P^ 

où  R  désigne  le  nombre  des  termes,  et  où 

wi'  ^  (i>i  etc. 

Nous    pouvons   aussi    donner  à   la   formule  (5)   la   forme   suivante,   en 
supposant  spécialement   pji  =^  2,  p^  ^=  3,  p^  =  5    etc.: 

1 


N(D, x,2,3, 5,  ...pr)> 


D 


1  1  _  1 

2  ~~  3  ""  5 


J^r 


+À 


~  5-2    ^  5-8  \  2 


"^     7-2     '     7.3  l  "  '    ' 


1  1 

2  "~  3 


2;    '     7-5 


A 


4- 


+  ^. 


'-^3 


11-2"^  11-3  1  2  1"^  11.5   \       ,    _L 


11-7 


,1  — 

+ 


1  _1  _1 

2  ~  3  ~  5 
1 

3^ 


+  5^2+5!3l^        . 


+ 
+ 
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I  I  1 


1     1 

2      ;5 


I  — 


:i 


+  :,.. 


+  3:2 


+ 


+  ^^  +  ..:.l' 


OU    l'on    peut    écarter    chaciue   terme   (la    parenthèse    suivante  compris),  qui 
suit  au  signe  -|-. 

I\    désigne  le  nombre  des  termes  employés. 

Nous  obtenons  la  meilleure  limite   inférieure   de   X,  quand   nous   écar- 

X 

tons  ces  ternies  qui,  multipliés  par       ,    sont   plus  petits  que  le  nombe  des 
termes  employés. 

Nous    donnons    un    exemple    en    choisissant    j:=1000    et    D       1    et 
j>r       31,  qui  est  le  nombre  premier  le  plus  grand  au-dessous  de   yr:. 


X(\,  103,2,  3 3I)>  103 


1  _  1  _  1 
^  ""  2  ~  3  ~  5 


29        31 


+ 

3-2 

+ 

5*2  + 

1 
.0-3 

+ 

1 

7^2  + 

_1_ 

I 

1 

1 

11-2   ' 

11-3 

+ 


1 


1 


13-2   '    13-3 


+  lr 


l 


17-2    '    17-3 

-4-    -^4-    ^ 
"^19.2"^  19-3 


1 


1 


'    23-2    '    2:^.3 
^  29-2  ^  29-3 

-^  '  +  ' 

'    31-2~31-.i 


2  n^  7-.-)    l  2        3^3-2 


2]^  11-5  l  2        3    '    3 


I     11 


2  P"  13-5\  2        3  "*"  3-2 


;) 


;) 


—  52 


Nous  avons  écarté  le  terme  ——  f  1  —  ^  —  .,  +  .r^  i  =  0,0039  . . .  puis- 

1  /-ô  y  2        à        6-2 j 

que   103-0,0039  ...-=  3,9  ..  .  est  plus    petit   que  4.  le    nombre   des    termes 


-  /.' 


lO 
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il  faut  d'abord   écarter  —  (  1 


5^3-2^  .5-2    '    .5-3 


M.-N.  Kl 
1-^ 


103 


2^  puisque  ^-^-^-^^1-^ 


0,4 


2 

.   est 


plus  petit  que  2,  mais  il  faut  aussi   écarter  le   terme  ,7^     1 ^  — ;. —  ^ 

^^^  ll-/\23.) 

-| ^.  — -  )  =  0,003  .  .  .  puisque  103-0,003  .  .  .  =  3,  .  .  .   est  plus  petit  que  6. 

3-2       5'2/ 

Nous  obtenons  alors: 

iV(l,  10^  2,  3,  .  .  .  31)  >  109  —52=  57. 

Nous  pouvons  exprimer  ce  résultat  de  la  manière  suivante: 

Quand  nous  effaçons  parmi  l()00  nombres  tous  les  deux,  tous  les  trois, 
tous  les  cinq,  jusqu'à  tous  les  31,  il  restera  toujours  au  moins  57  nombres. 
De  là  nous  déduissons  spécialement  qu'il  existe  plus  que  56  nombres  pre- 
miers entre  31   et   1000,  en  observant  que 

iV(  1 ,  103,  2,  3,  .  .  .  3 1)  =  7C  (  103)  —  /r  {]'W^)  +  I 
quand  nous  choisissons  0  comme  point  de  départ  des  effacements. 

Ici  7c(x)  désigne  le  nombre  des  nombres  premiers  au-dessous  de  x. 

Ici  nous  avons  choisi  les  domaines  lo  de  façon  d'obtenir  la  limite 
inférieure  la  plus  convenable.  Si  nous  choisissons  les  domaines  (.o  par  le 
même  principe,  nous  trouvons 

A^(l,  103,  2,  3,  .  .  .    31)  >  109 —  52  -- 57  

tandis  que    /r  (103)  — /r  (VlU^)  ^  i  _     153 

iY(l,  lO-i,  2,  3,  ...  97)  >  820  — 284  =  536  

tandis  que  7c  (10^)  —  7C  (VlO"*) -f  1  =  1  206 

.¥(1,  10°,  2,  3,  ..  .  3  13)  >  5733—  1862  =  3871  

tandis  que    /c  (lO'^-j  —  7C  (Vl"^)  +  1  =  ^-^-^ 

Nous  voulons  dans  la  suite  choisir  les  domaines  (o  par  des  principes 
plus  simples.  Pour  illustrer  les  principes  suivis  nous  donnerons  d'abord 
trois  exemples: 


Ex.  i) 


N(\,x,  2,3,  5,  7)  >a; 


1 


^  5-2  ~  7.3  V         2 


+ 


1  — 


1 

~  2~ 

hi 

^3-2 

n 

D(-- 

■^)1 

—  16 


94 
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Nous  n'avons  ici  Ocartr  auiun   terme. 


Kx.  2)         .Vil,.'-,  2,  :î,  5,  7.  in       ./• 
1 


1         1 


1         1 


2        3        5        7        11 


+ 


3-2 


1 


+  ..2    +  5.3 


+  .:2-^.:3(-:)-^:^. 


-2-; 
1 

3  2 


+  ,;.+    ' 


1 1  ■;{ 


2  1  1  -n 


1         1 


2 

1 
;»  2 


4- 


1  _  1^_  1 

2  3        5 

1 

3  2 
1.1/.      1 


2     53V     '-s  / 
où  les  termes  écartés  sont  ajoutés  en  petit.     On  peut  aussi  écrire: 


Xi\,j\  2,  3,  5,7,  lli>./ 


1 


2(i 


1 ^  _    1  1  1 1       \ 

■b^2  "*"  Il  •5-3.2  "^  1  1-7-3-2    •"  l'i^Ts^        TT^-S-sj  ^  \\\-7-h-3-2 

—  (  l  -1-  54-  ^  +  ^4"?  )  =t[0,2078  —  0,0 1  2  1  +0,0004]  —  26  ^  0,196  I  a*  —26 
\  1*2        l'2'3/ 


Ici    nous    avons    écarté    tous  termes  de  la  forme 


forme 


1 


Pa-Ph-iyc-Pd 


et  de    la 


Ex.  31       A'fl.r,  2,  3,  5,7,  11,  13,  17,  19)> 

1        1         1 


1 


2        3        5 


~  3-2 


l  1 ^        J^        J_ 

7  "  n  ~  T3  ~~  17  ~  îy 


,     1,1/       1 

+  5.2    +5.3  0-2 


,      1        ,       1      /,  _  1\  1 

'     7-2    "^   7-3  V         2J   "^  7-1 


1         I  -. 
2^3 


+  3.2 
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1      1      1 


"^11-2+  11.3  V        27"'"  11-5 


^13-2    '    13-3  V         2/^13-5 


^17.2^  17.3  V         2/^17.5 


1  1     /  M-^-- 


=  0,163  a:—  72 

Ici    nous   avons    écarté    les    termes    à  droite  des  lignes  verticales.    On 
voit  que  l'expression  est  de  la  forme 


1,1  1 

l  —  I {-SI m 

Pa  Ps^-Pb      .  Pa-Ph-ïh 


IIII 


1 


Pa-Pb-Pc-lJd 


OÙ  2^»,  Ph,  Pc  et  j?d  parcourent  les  valeurs  suivantes: 


2 
2 

3 
3 

5 
5 

7 
7 

11 

13 

17 

19 

Po 

2 

3 

5 

7 

Pà 

2 

quand 


r/  >  />  >  c  >  d 
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§  3. 

Eludions  d'abord  la  mcMliodc  employée  à  l'exemple  2. 
Nous   ne    ncuis   servons   de    la  formule    y^6}Ura\e   (5),    mais    dc^duissons 
directement  de  la  formule  (3'): 

.V(/^  T,  p„  p.,,  .  .  .  pr)  =  N{D,  j)  -  2\\{/)-p,,  X)  + 
4-  2"    2'  \{I)-}hrp\„  -v,  jii,  p-> pu^ï) 

a<r  b<a 


Kn  employant  cette  formule  deux  fois  nous  obtenons: 

-V (  D,  X,  pi,  p.,.  .  .  .  pr)  —  .V (  D,  X)  —  2'  .V  (  f)-p..„  X]  -h 

aCr 

+  2"    2  \  {l)-p,^-pb,j;pi, . .  .pi,-i)  —  2    Z    Z  N  [I)p,^i>\,-pc,x)-\- 

a<r  h<^a.  a<r  h<ji  c<;b 


-h  2    2    2    2  X{Dpf,-pb-Pc-pd,  a-,  Pi, . . .  pd-x) 

a^r  b<.a  c^b  (l<;c 
La  dernière  somme  est  positive  (ou  0).    En  nous  servant  de 


(6) 


A'  ('/,  X)  =-\-e  où        — i<e<i 


nous  en  concluons 


N{D,x,p^,po,...p,)^ 


1) 


1 


1 


■  Z     Z     Z 
a<r  b<a  c<b  l^n-Pb-Pc 


1  —  2    ---i-    Z     Z 

af^r    P»'        a-Cr  b<;a  Pi\'Pb 

•  R 


ou  plus  brièvement: 


.V  {D,  X,  Pu  p.„  .  .  .  pr)  >  y,  [1  -   2:1  +  i:^  -  ^3]  —  ^^ 


D 


(7) 


(7') 


où    Zy    est   égal    à   la   somme   des   termes   de   la  première  des  trois  lignes 
suivantes 

\r       +  .  •  .  H -=  (T 

Ih  P-2  PZ  Pr-l  Pr 


-  +  -H--4-       +    ^    4-  - 

P\  P2  PZ  Pt-^  Pr 


(A) 


2"o  est  égal  à  la  somme  des  termes  formés  par  multiplication  de  chaque 
terme  de  la  première  ligne  par  ces  termes  de  la  deuxième  ligne,  qui  sont 
situés  à  gauche  de  ce  terme.     I-^  peut  être  défini  analoguement. 
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Nous  voulons  dire,  dans  la  suite,  que  nous  calculons  l'expression 

au  moyen  du  schéma  (A)  ou  plus  brièvement  au  moyen  du  schéma: 

r  termes 


^    trois  lignes 


Comparons  Z2  et  o~: 
ou 

o-ii:>  21., 

Nous  voulons  aussi  démontrer  que 

ou 

^  y(  2:    Z     — ^)  >  3  (  2"     2"     2"  ^ 


Un    terme    quelconque    ,    oîi    p'  <C  /^  <C  «  !^  ''»    est    représenté 

une  fois  dans  ^^3  mais,  comme  nous  verrons,  trois  fois  dans  o-Zo. 

Cherchons  d'abord    —  dans    2  —  et   dans    2    2 


et  alors 
et  à  la  fin 


Pa  c^r  Po         Pp-Py  a^r  b<a    ^'^-^^b 

1  1 


Vp  PaPy 

1  1 


Py  PaP^ 


Le  terme   est    donc    représenté    trois    fois    dans    o-E>,    qui 

PaPfi-Py 

contient  aussi  termes  de  la  forme  — s etc.     Nous  en  concluons  que 

Pa  Pi3 

Nous  pouvons  généraliser  la  formule  (7)  en  calculant  la  dernière 
somme  dans  (6)  au  moyen  de  (6).  En  continuant  nous  obtenons  une 
formule  analogue  à  (7)  ou  plus  brièvement  analogue  à  (7'): 

^(/>,  ^,  Pu  P2,  ■  ■  ■  P.)  >^[i  —  2,4-i,-i,Jr--  —  ^m,-K         {8) 

où  m  est  un  nombre  impair: 

m  <C  r 
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ft  où  l'expri-ssioii    1  —  A'i  -|-  2':.  —  A'3  -|-  •  •  •  —  -m    est  calciik-c  au  moyen 

du   sclR'tiia  : 

/■  termes 


III   lignes 


Nous  pouvons,  dans  le  cas  spécial 

m  =  r, 
calculer  cette  expression: 

1  -i-, +  2-.  -  ia  +  ...-f(-iri-,= 


y;,/  V  pJ  \  p-i/  \  pj  a^r^^a     a<r  b<a  iM^b 


où  r  peut  être  pair  ou  impair.    Le  nombre  des  termes  est  dans  ce  cas  2'" 
Nous  obtenons  alors  la  formule 


,v, />,.,,„,„...  ;..>!;  (•-;_).  (i-i- 


2'-       (9) 


Dans    le    cas    général    nous    voulons    déterminer    une    limite    inférieure 
de  l'expression 

1    -  i'i  +   Jo  -   X3  +  .  .  •  —  ^,n 

Nous  pouvons,  comme  plus  haut,  démontrer  que: 

o-I,        >  22-, 
a-I,       >  32:3 


d'où 


Nous  en  concluons: 


et 


o-  ^m-\  >  W2'm 
(7"  >  m!  It 


\)i  !       \  m 


(10) 


(II) 
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en  nous  servant  de  la  formule  de  Stirling: 


m\ 


.   =  (  "' 


1     , 

(\'27C>n-\-e) 


-\<d<i 


Ecrivons  maintenant  la  formule  (8)  d'une  autre  manière: 

N(D,  X,  IH,  îh,  .  .  .  T'r)  >  ^  [d  -  ^1  +  ^2  —  ■  •  •  -  ^m  +  ^m+l  -  •  •  .  + 

Nous  connaissons  la  valeur  de  la  première  parenthèse  sous  forme  de 
produit. 

La   deuxième  parenthèse  est  composée  d'une  série  de  termes  décrois- 
sants, quand 

jn  +  2  >  (j 

et  alors  elle  a  une  valeur  plus    petite   que    Jm+i,  qui    est   plus   petite  que 


ea 


m+l 


m  -j-  I , 

Nous  pouvons  donc  écrire: 


ea 


m  +  l 


m+l 


—  R 


•m  ,-^  ,m— 1 


Il  n'est  pas  difficile  déterminer  la  valeur  de  B:^ 
Nous  obtenons  alors  la  formule: 


X 

N{D,x,  Pulh,'-  ■Pv)>-jj 


2h^  V         P-2 


Pi 


(^\m  +  r 


^-m+l 


(12) 


quand 


"•  +  '>'''y,  +  i  +  ---  +  i 


Cette  formule  est  plus  utile  que  (9),  la  croissance  de  r""  ^'  n'étant 
pas  si  grande  que  celle  de  2^  Mais  encore  la  croissance  du  terme  R  est 
trop  grande  pour  notre  but. 


1    Voir  p.  ex.  Landau:    Handbuch  der  Lehre  von  der  Verteilung  der  Primzahlen  I,  p.  67. 
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^  4. 

Nous  voiiIi)n.s  pour  cette  raison  choisir  les  domaines  (o  d'une  autre 
manière,  écartant  tous  termes  à  droite  des  lignes  verticales,  comme  dans 
l'exemple  3    (page   i  i  ). 

D'abord  nous  écartons  dans  la  forniule  (3)  tous  termes  positifs  à 
droite    il'unv    ligne    verticale.     Nous    obtenons    alors    la    formule    suivante: 

.V I  P,  X,  //,  .p.,,...  i>r)  >  \  (  />,  X)  -   2"  A'  (  /)  ■  i>..„  X)  -f 


H-    2'      2    Xi/>-p,r}>b,'-,  />\.  />■>,■.  .l>b-\) 
.      b<t 


13' 


OÙ  /  est  im  nombre  entier,  plus  petit  c|ue  )\ 

Les    termes    de    la    dernière    somme   peuvent    être  calculés    au    moyen 
■de  la  même  formule,  d'où  l'on  tire: 

Xi  />,  X,  j>i,]>o,  . .  .;^•)  >  XiD.x)—  2  XiD-p^,x)-{- 

+  2    2    y  {/)-p,c))h,-')—  ^     Z     2  S{D-ii^-ii\,i)^.x)-\r 
a^r  b<[a  a^r  b<;a  c<;b 

b<t  b<t  c<t 

+  2    2    2     IN{I)pr,'ph-Pc-Pd,x,i)i,po,...i)à._i) 

a^r  b<la  c<;b  d<:;e 
b<t  c<t  d<ii 


OÙ  n  est  un  nombre  entier,  plus  petit  que  /. 
En  continuant,  et  en  nous  servant  de 

d 


1  <^<  1 


nous  obtenons  à  la  fin  la  formule 


X  il),  X,  Pu  p.,,  .  .  .pr) 


X 


1 


l) 

z   z   z 


^  -  + 


1 


-\-  z   z 

a^r  )j<a  /^a7>b       a^r  b<a  c<b  V^'  V^Vc 
b<t  b<t  c<t 


+ 


+  2"     2     Z     Z  i 

a^r  b<a  c<b  d<c  J'-^  i'i'  Pc  Pd 
b<t  c<t  d<n 


E 


(14) 


ou  plus  brièvement: 

-V  (  D, ./-,  pi ,  p.,,  .  .  . p,)^  V  n  -  '"^'i  +  S..  —  Ss  -f  .S'^  — .  .  .  — 

où  l'expression 

/•;,.     1  -  .s,  +  s.,  —  S; -{-...  —  6'2u-i 
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S.in-i]—Ii    (14') 


^^ 


L'r*^'S 
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est  calculée  au  moyen  du  schéma  en  forme  d'escalier: 

^_^    On        _  (?n-l  <h _         Oi 

-  -h  ...  H H h---H H h. .-H h    -  +  ...  +  - 


i^l  /;w-l  7^w  pa-\         pu  Pt-l 


Ih  i^w-i      ;^v  i>a-i     7Ai  pt~i 

1  _L  i__L    I     ^1  1^4-  (:^'?  —  1)  lignes 

Pi  '"         P^v-l  pw  "'~^Pa-l 

«"^■••  +  ;7^+^  +  ---  +  ^ 

Pi  Pw-l  pw  Pa-l 

Pi  Pv^-l 

-^  +  ...  +  ^ 

Pi  Pw-l 

Nous  choisissons  les  nombres   premiers    du    schéma  comme  des  nom- 
bres   premiers   successifs,    situés   dans    l'intérieur  des  intervalles  suivantes: 


1  1 


pT  Pi  C     ""     C  K  K 

où    a  ^  1 . 

Nous  nous  servons  des  formules  de  Mertens^,  en  les  donnant  la  forme 
suivante  : 

X 

V  -=loglog.r  + 0,261 -.  +  0,^  _  1<0<1 


!& 


V  \  P  log^ 


où  log  désigne  le  logarithme  népérien. 
Nous  en  concluons  : 


x«    ,  5(1  4--- 

Zj  P  log  X 


n 


'    Voir:    «journal    fiir    die    reine    und  angevvandte   Mathematik"    B.   78,    1874    ou:    Landau, 
Handbuch   I,   pag.  201. 
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Mais  alors  nous  |)ouvons  choisir  ji^   siillisainmciit  grand   |)our  r|iH-: 
o-,  -I-  .  .  .  -(-  <  log  ao 

/  l  /  r 

rr.  -|_  .  .  .  -^  \  log  r^o 

y,,  /'t    1 

(15) 


et 


1     ,  1       /, 

<^n  =  +  .  .  .  +  <  log  «0 


■;co  =     1  — 


;,)■■ 

■(-j 

>.^ 

a- 

^>k 

(i6) 


?Cn  =      l   — 


quand 

«0  >« 
Nous  supposons  spécialement 

log    Cfo  <  1 

Nous   chercherons   à    réaliser   une    calculation  successive  des  sommes, 
auxquelles  les  schémas  en  forme  d'escalier  donnent  lieu. 

Supposons  que  nous  avons  calculé  au  moyen  du  schéma: 


(2m— 1) 
lignes 


donnant  lieu  à  l'expression: 

A'm  =   1   —  .'•'i    -r  S.2   —  S^  -{-  .  .  .  .'^2m-l 

Nous  ajouterons  alors  2»i  -j-  1   lignes  à  gauche,  (qui  prises  seules  don- 
nent lieu  à  l'expression   1  —  ^'i  -|-  ^2  —  -i's  -|-  •  • 


^2w+i)- 


^l 


-^^ 


1  -  2-1  +  -, 


1  —  .>.-i  +  5.,  —  .'3  +  • 


^2in-l 
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La  somme  2"—  est  maintenant  égale  à  i:i  +  5^.   Nous  voyons  aussi  que 

la   somme   nouvelle  1,11 est  égale  à  i;., -f- .'<i  •  2"!  +  k.,  en  étudiant  les 

trois  cas  possibles: 

2>a  se  trouve  à  gauche  de  L  et  y>b  à  gauche  de  L  {Z^) 

p:x    »        »  »   droite      »  L  »    p\,   »  gauche    »  L  (•^'i  i^i> 

Pa,    »        »  »  droite      »  L  »    p\y  ■»  droite      »  L  {s.2) 

En  général  nous  pouvons    calculer  l'expression    nouvelle   E„^..  1   de   la 
manière  suivante: 

+  {I2   +   ^1  •  i^l  +  ^''2) 

+ 


—  (.S2m-1  -h   ■'^1    -2^201—2  -{-  '^2  •'^2m-3  -|-  .  .  •  +  J-'am— 2   -^1  "h  •'^'2ni-l  ) 
-f-  i^-Zm        -r  ^"l    -^201-1  "h  ^2-2'2ai— 2  +  •  •  •  -|-  ■'^2ai-2   -^2  ~h  ■'"'ini-l   -^1,) 

(^2m+l  -|-  ^''ï    -^2111         -h  ''^2"-^2m-l  4-  .  .  .  -f-   •'^'2111-2-^3  ~\~  ^iw-l'^i) 

Comparons  cette  expression  avec  le  produit  suivant: 

(1  —  Jl  +  Z2  —  ^3  +  .  .  .—  i:2m-i-l  + 
4-  ^2m+2  —  .  .  .    ±   2,.)    (1   —  ^'^l  +  -"2  —  -'3   4-   ...  —  .^2m-l  )  = 
1    —  (Si   +  Si) 

+  {lo  +  S,  Il  -\-  S^) 

—  (Ss  +  h  i.>  +  .^o  ^1  + .%) 

+    .    , 

(.2^2m— 1  "h  Sl"-^2m-2  "j"  •**2"-^2m— 3  ~r  •  •  •  ~T'  •''2m— 2   .^1    "f"  ■'"^m -1  > 

"h  (.^2tn        -\-  Si    S-im  —  l  -\~  ^'^2 '.^201-2  "!-.■•+  S2m-2-.^2   4"  •'•■2m— f^l) 

(-^2m  +  l  +  ^1  •.2'2m         H"  •'■■2  '.^2111-1   "h  •  •  •  H"  %m-2-2^3  ~l~  •'•'2m— 1   -^'2) 

"T"  ('^2m+2  -f"  '"^l  •^2m  +  l    H~  •'^2  ■-S'2m         H"  •  .  •   +  -*^2m-2   -2'^  +  ^■2m-l   -^3) 


Le  premier  facteur  contient  autant  de  termes  que  possible,  c'est-à-dire 
V  est  égal  au  nombre  des  termes  dans  21i.  Le  produit  contient,  comme 
on  voit,  tous  les  termes  de  ^m-i-i  et  d'ailleurs  une  suite  de  parenthèses,  dont 
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les  valeurs  d'après  (lo)  sont  dccroissaiitcs,  puisc|iic  2'i       f/,„  .  i  <C  log  «()<.  'i 
et  ayant  des  signes  alternatifs.    Nous  en  concluons: 

'''111     I  ^'  ''f  m  i  \'i''iu  (— Jiii     2  ~\-  '^V  — 2in  ■  1   "l"  ^"'■^^—2m  "h  •  •  •  "H 

Nous  pouvons  dc-tcnniner  une  limite  supérieure  pour  la  dernière 
parenthèse.  Elle  est  une  somme  des  produits  ditt'èrents  de  {2in  -j-  2)  nom- 
bres      ,  (lui    se  trouvent  tous  dans  les  deux  sommes  s,    et  l'i.     Mais  nous 

i> 
obtenons   la   somme   de   tous  les  produits  possibles  de  cette  forme  en  for- 
mant la  somme 

en  calculant  au  moyen  du  schéma  : 


^    (2m +  2) 
::      lignes 


Mais  d'après  (ii)  et  (15)  nous  obtenons: 

Notre    parenthèse    (dans    17)    est   alors    plus    petite    encore,  d'où  nous 
concluons  que 

Nous  obtenons  alors  spécialement,  puisque   h\  =  1  —  .>^i 
^1  >  1  —  log  «0 
E,  >  n,E,  -  ('ll^iï)'  >  ,,,  (,  ^  ,0g  „„  _  ,„  {^-^)') 

en    nous   servant  de  (16).     En  continuant  de  la  même  manière,   nous  obte- 
nons à  la  fin: 

e  logoo^" 


^£"11  >  n.>-7Ci  .  .  .  7fn  (  1  —  log  (tQ  —  r^o  \        2 


,  (e\oga^Y        n-i  /^<''og"o 


-^«-y^_^T) 


ou,  puisque  icy  <[  1  : 

/  ^   (eh 

2      J 


ao.'-i^^^' 


£'n  >rriTro  .  .  .  rf„      1  —  log  «0 ,    ,  ... 


quand  „„(ii^S"»y<l. 
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Choisissons  spécialement 


3 

a  ^  2  et  «0  ■-=  1,51 


Nous  obtenons  alors: 


£.>o,a(,-i)(,-i)...(.-^;_)  (X9, 

Etudions    le    nombre    {R)    de   termes   dans   En    en  formant  le  produit 
suivant: 

,-i-l-...-iïïi-'-i-...-^ 


Pi  P-2  Pr/    \  îh         Pi  ïn-\ 

i-i-i-..,-^Y...f,-i-...^^ 


Ce  produit  contient  tous  les  termes  de  A^  et  plus.    Le  nombre  (''  +  D 

de  termes  dans  le  premier  facteur  est  plus  petit  que  j^r.  et  dans  le  deux- 
1 

ième  plus  petit  que  ^j"  etc.    Nous  obtenons  le  nombre  des  termes  du  pro- 

r 

duit  en  substituant  tous  les  termes par  +  1,  d'où  nous  concluons: 

p   r 

2         2_  2_  «+1 

T)  ^  ~a       a-2  .  .  .      an  «—1 

^<1\-Pr-Pr  Pv      <Pv  ^Pr 

Nous  pouvons  alors  donner  à  (14')  la  forme  suivante: 

Cette    formule    est     valable    pour    tous    nombres    premiers    successifs 

Pi,  Pi Pr  quand 

Pi  ^  Pe 

où  2h  désigne  un  nombre  premier  déterminable. 

Supposons  spécialement 

Pi  --Pe+i 

le  nombre  premier  (e-f- l)-ième. 

Quand  il  s'agit  de  calculer  N{D,  x,  2,  3,  .  .  .pe,pi,  ■  .  .  pr),  nous  pouvons 

ajouter  à  notre  schéma  (pag.  i8j  le  suivant: 

11         1  1 

2  +  3  +  5  +  •  •  •  +  ?;; 

2^3~5~        ~  Pe 


1  +  3+E  +  ---+P, 
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•  lui   lionne   lieu   à   l'cxprcssiDii 

('-2)('-i)-('-;j='"--.+^'---±-« 

ccMitfiiant  2''  tcniu's,  quanii  !<•  nombre  des  lignes  sont  ^  e. 
Nous  obtenons  alors  le  sch('-nin   nouveau: 


-I 


.S', 


'2)1—]) 
lignes 


—  1     ■— ^        -1-  ^  f 


A'u  =   1  —  'S'i   -\-  ^-i  —  ...  —  'S'2n-l 


(2/^—1) 

h'gnes 


dannant  lieu  à  l'expression  nouvelle  A'n_r 


+ 


-I-    (Je  +  'S^Je-I  +  ^-l  ^e-2  +  •  .  .  +  -Se  ) 


+ 


('92n— 1-e-— e  "J-  'J2n-e'^e-l  4"  •  •  •  +  -Jan— ij 


+  {'S'2n-l  i^e) 

ou 

A\,-t  -  (1  -  2'i  -h  ^2  -  .  •  ■  +  2o)(l  -  'S\  +  .V,  -  .  .  .  +  -San-i) 

où  nous  avons  supposé  e  pair. 

Nous  obtenons  alors  au  moyen  de  1191  la  formule 


.ViMj:,  2,  3,  5,  ...;.r)>  \-  ^.^  (l 


l)0-D('-l 


2^/; 


(21) 
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valable  pour  tous 

r>e 

où  e  désigne  un  nombre  déterminable,  en  remarquant  que  chaque  terme  de 
(l  —  oji^  — ^/'"V^ ^/   ^^^  multiplié  par  chaque  terme  de  E^. 

Mais  alors  nous  pouvons  d'après  la  formule  de  Mertens  déterminer  un 
nombre  c  de  manière  que: 


N{D,  X,  2,  3,  5,  .  .  .  p,)  >  -^^4^^  -  2e  pl 


(221 


pour  tous 


où  c  désigne  un  nombre  déterminable  (c  ^  e). 
Si  nous  choisissons  Z*  =  1   et 

Pr  =  p  (y  ^) 

G  _ 

c'est-à-dire  le  plus  grand  nombre  premier  au-dessous  de   v'x- 

pT^-^x  <Pr+l 
nous  obtenons  spécialement: 

.v(.,..,3,...Kr.))>^4^-....^>i^, 

pour  tous  x^  Xq. 

Nous  pouvons  alors  énoncer  le  théorème  suivant: 

Quand  sur  x  nombres  consécutifs,  nous  effarons  les  termes  de  deux 

6  6  

en  deux,  puis  de  trois  en  trois,  etc.,  finalement  de  p{yx)  en   p{\x),    il 

restera  toujours   plus  que termes,  si  x'^  Xq. 

\ogx 

Les  points  de  départ  des  effacements  peuvent  être  choisi  à  souhait. 
Xq  désigne  un  nombre  déterminable. 

Nous  pouvons  aussi  déduire  le  théorème  suivant  au  moyen  de  la  for- 
mule (22): 

Il  existe  toujours  entre  n  et  n  -\-'^n  un  nombre,  dont  le  nombre  de 
facteurs  premiers  ne  surpasse  pas  orne,  quand  n  >  n^. 

Choisissons  dans  la  formule  (22) 

D=\     X  ^^  ]/n     et    Pr  =  p{>i    ) 
Nous  obtenons  alors 

.V(l,  V^,  2,  3, .  ..pin^'^))>h^^  -  2e.n">  1 

log  n 

pour  tous    n  ^  )1q. 


1920.    No.  3.       LE  CRIBLE  d'ERATOSTHÈNE  ET  LE  THÉORÈME  DE  GOLDBACH.  25 

(Jiiaïul  nous  ctVa(;oiis  tlaiis  riiiteivallc  )i  ;/ -f- V"  tous  les  deux,  tous 
les  trois,  etc.  jusi|u'à  tous  les  /'(/*'')  nombres,  il  restera  donc  au  tnoins  un 
nonihre.  Nous  choisissons  d  comme  point  de  tit'part  des  elVacements.  Les 
nombres  non-etVact^'s  ne  peuvent  pas  être  composés  de   12  ou  plus  facteurs 

premiers,    car    alors    il    faudrait    qu'un    de    ces    facteurs    soit    plus  petit  que 

I  -j  11 

\n-h\'n,  et  donc  plus  |)etit  (juc  ]  n   pour  tous  ii^iiq.    Mais  tous  ces  nom- 
bres, étant  divisibles    par    *J.  3....  ou  /n"'')  sont  effacés. 

§5. 

Nous  avons  supposé  que  les  nombres 

2,  ."}.  5,  .  .  .  p, 

dans  la  formule  (21)  soient  des  nombres  premiers  snccensifs. 

Nous  généralisons  facilement  en  étudiant  les  nombres  premiers  non- 
successifs 

'h, 'h, 'h,  ■'■'Jn-V'Ia  +  l 'Jy-l,gy^l,-  -.'Ir 

formant  une  partie  des  nombres  premiers  successifs 

gi<  q>>  qi.'-qa  -V  fhr  <z«+ 1  •  •  •  g;-- 1.  qy,  q-ri---  'ir  où  qi     2  etC 

et  obtenons  comme  plus  haut  (voir  21): 

-V  (  /),  X,  g,.  (j.>. .  .  .  (/,,„!,  g„    „  .  .  .  r/r  )  >  ^- -0,3  (^1  -  ^^  j  (^1  —  -  j  .  . . 

ou 

,V (  D,  X,  quq-2--  .    qa-v  qa  -v  ■  g, '  > 

^        ^-'^ (^-r 


qa^         ^      qy 

Nous  en  concluons: 

X'-  M                                                    .-^  0,168  a;                    1  ^      , 

^{D,x,qy,q,,...q,,_^.q^_^^,...q^)>JJ^^^^J- ^^ n  ~    ^'^^ 


1-^    ...    1- 

qJ    ^     q- 

Etudions  maintenant  une  série  arithmétique,  s'étendant  de  0  à  x: 

J  J^D  J-\-2/)  J+3IJ  J^-AD... 

J  Gt  D  étant  premier  entre  eu.\.    Soit 

D  -^  q    .  .  .q 

^a  ^y 
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Effaçons  maintenant  les  nombres  étant  divisibles  par 

3i'  Qt^  •  •  •  3a-i'  î«+ j, .  .  .qy-v  Qy+  i,  .  . .  qe 
en  choisissant 

6      

Nous  obtenons 

mr  r>  ^  ^        0,168  rr  ^<.     .  -^ 

N{I),  r,  q„  q„  . .  .q^_„  q^^„  .  .  ■%)>  ,-^t)ï^^^  "  ^'■<l\> 


(p(D}  \ogx  '  cf{D)  logx 

pour  tous 

X  ^  xo 

Les  nombres  non-eftacés  sont  indivisibles  par 

^1,  q2^--qa  vqa+i'-'  qy-vçty+vqr 

mais  ils  sont  aussi  indivisibles  par 

fi«.  ■■•qy  ( 

puisque  J  et  D  sont   premiers    entre   eux.     Les  nombres  non-effacés  con- 
tiennent donc  cinq  facteurs  premiers  ou  moins. 

Nous  en  déduissons  le  théorème  suivant,  analogue  à  celui  de  Dirichlet: 
Chaque  série  arithmétique,  dont  le  premier  term,o  et  la  différence  sont 
premiers  entre  eux,   contient  une  infinité  de  termes,  dont  le  nombre  de 
facteurs  premiers  ne  surpasse  pas  cinq. 

§  6. 

Etudions  maintenant  le  crihle  de  Merlin,  où  l'on  efface  doublement 
tous  les  trois,  tous  les  cinq,  etc.  jusqu'à  tous  les  p  nombres.  En  générali- 
sant, nous  étudions  les  séries  arithmétiques  suivantes: 

J  J  +  n  J-{-2D  J-\--àD  J-\-AD 

«1  ^'i  +7>i  ^'i  +  ^Pi  «'i  +  ^i'i  f'i  +  -^Pi 

h  h+P\  fh-\-^Pi  hi-\-li2h  h-^^Pi 

«2  (f-i+P-i  (i2-\-2p2  ^'2-(-3y>.2  a.,  j-^Pi 

h  h+.p2  bo-^-^p.,  b2-\-'di>2  b.,  -|-4y>2 


^r-1       br-i-\-pT-\        br-i  +  ^pT-l       />r-l  +  3y>r-l       /'r-l  +  4j)r_i 

f'r  «T-^pr  ^'r+27>r  f(r+'àpr  ''r  +  4;;r  •  • 

br  br-{-2)r  br-^'^Pi  br  t '^J'v  ^'r+^^^r.- 
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l'uiilcs  les  lettres  sont  ileliiiies  cuinmc  ilaiis  >»)  j..    D'ailleurs  nous  supposons 
et 

D(?sign(ins  par 

/'l_/,   />,  r.  ^'1.  A,.  />,,   '/.j.  //j,  ;>o '^r.  /'r. /'r) 

ou  plus  brièvement  [)ar 

le  nombre  des  termes  de  la  série  première,  qui  sont  différents  de  tous  les 
termes  des  autres  séries.  Nous  déduissons  eomme  plus  haut  la  formule 
fondamentale  : 

l'{J,X,  iliJ'i,  j>i "r,  /'r. /'r>      -    PiJ,   J^X,  fly,  ''u  pi,  .  .  .  ^Z,-     1.  ^'r-1.  i^r-l) 

—  P(j',     1)  l't,  X,  (II,  /»i.  lu,  .  .  .  (1,^1,  /v_i,  ])r-\) 

—  P[j",   /)  l>T,-^\  "1,  l'i,  l>l<  ■  .  •   "r-l,  f>r-ï,  Pr-\) 

ou  plus  brièvement: 

P{D,x,pi,p2,  ..  .pr^  -  P(D,.r,  pi,p.>,  .  .  .  pr~i) 

—  2P{Dpr,  X,  Pi,  p.>,  .  . .  Pr-i  )  (23) 

II  ne  peut  donner  lieu  à  aucune  malentendue,  que  nous  avons  écri 
2  P(I) Pt,  X,  pi,  pi,  .  .  .y'r-i'  quand  on  se  souvient  qu'il  désigne  une  somme 
de  deux  expressions  de  la  ïorme  PyJ ,  Dpr,  x,(i\,bi,  pi,.  .  .ftr-\J>T-\,  Pr-\)- 

Nous  obtenons  comme  auparavant  au  mo3en  de  (23I  la  formule  géné- 
rale, analogue  à  (5) 

~P\I),X,Pi,p.u...pr'^>\—    Z    -^-2:1-  [\—  Z      — 

.,/,     o,.i  PtiPhPclKy  \         e<:APJ  ■^' 


'  -  ^^ 


où  Wi   <^  u)\  etc. 

R  désigne  le   nombre    des  termes   de    la  forme    ±  —  dans  la  formule. 

n 

(       ■        ^  1  1         l  \  NT 

lou       =      -\-      etc.  ).    Inous  avons  supposé 

Du  reste  les  désignations  sont  les  mêmes  comme  dans  la  formule  (5). 
Nous  pouvons  aussi  donner  à  formule  (24I  la  forme  suivante,  en  sup- 
posant spécialement    pi  =  3,  p.,  ^=  5,  p^  =  7  etc.  : 
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P(Z),a:,  3,  5,  7,  .  .,pr)> 


4 


+é-.+l.('-l) 


D 


1  — 


2 


2        2x 
13-3   '    13.5  1  3]"^13.7\     _|_  J 

0*0 


13-11 


,1  — 


+ 


5-3 

4 


+  7r3+7T5^- 


(25) 


4  4     /  2\  1 

"^ÎV3+^1^~3J+7W 


+ 


3       5  \ 
5-3       ^ 


iviii 


_2 _2  _2 
'    ~3  ~5 ~7 


+  5:3 


+  ^  +  ^(--1 


—  it 


où   l'on    peut  écarter  chaque  terme,  (la  parenthèse  suivante  comprise),  qui 
suit  au  signe  -|-- 

Nous  donnons   un    exemple   en   étudiant   les   séries   arithmétiques  sui- 
vantes, s'étendant  de  0  à   11776 

1     3     5     7     9     11      13     15  ..  .   11769      11771      11773     11775 


0        3       6         9  12  15 

1  4         7  10        13 

10  5  10  15 


I      1 


6 


11 


16 


11769  11772  11775 

11770  11773  11776 

11770  11775 

11771  11776 


19 


15 


117»il 
11757 


11776 


Les  points  de  départ  des  effacements  sont   0  et   11776   (voir  page  3). 
Nous  obtenons  au  moyen  de  (25),  en  observant  que 

ai  >  hi 

puisque   11776  =  29-23  est  indivisible  par  3,  5,  7,  ...19: 


ic)2().  No.  3.     I  r  CRini.F  F)'r:RATOSTni;NF  FI  i.i nu  oki  mi:  df.  r.oi.nnACii. 


29 


/•(•J.   1177().  .{. 


l'.tl 


/  (1 


2  _2  _2 

;{  ~" .")  ~  7 


2         2         2 

Il       1  ;î  ""  1 7 


+ 


5:{ 


+  :!.  +  7. 


^  11.3^  11-5 


+  1.. 


4- 


2 
■]  " 

I 

5-3 


^  13.3  ^1 1-5  \  3j        13-7 


^  17-3^  17-5  \  3J 


3        5 


+ 


5-3 


^  19-3^  19-5  1  3 


/.' 


ou 


d'où 


R       1  +  2-7  4-4-6+  12-5 +  4-10+  16-2  -  171 
P(2,  11776,  3,  5,  .  .  .  19j  >  296—  171  =  125 


Les  nombres  {f)  non-eftacés  de  la  première  série,  dont  le  nombre  est 
plus  grand  que  125,  ont  la  propriété  suivante:  /  et  11776  —  /  sont  indi- 
visibles par  2,  3,  5,  ...  19.  Ils  ne  peuvent  pas  être  composés  de  trois  fac- 
teurs pemiers  ou  plus,  car  alors  il  faudrait   qu'un   de  ces   facteurs  fût  plus 

:t        

petit  que  ^1  1776  <  22,9. 

On  peut  alors  écrire  le  nombre  11776  comme  la  somme  de  deux 
nombres,  dont  le  nombre  de  facteurs  premiers- ne  surpasse  pas  2,  en  125 
manières  différentes  ou  plus. 

je  n'ai  pas  pourtant  réussi  à  donner  un  exemple  de  la  justesse  du 
théorème  de  Goldbach  par  cette  méthode. 

Nous  verrons  pourtant,  que  nous  pourrons  déduire  des  résultats  impor- 
tants au  moyen  de  la  formule  (24 1,  le  procédé  étant  tout  à  fait  analogue 
à  celui  employé  plus  haut. 

Il  faut  seulement  partout  remplacer  —  par       . 

Pi  Pi 

Nous  calculons  au  moyen  du  même  schéma  en  forme  d'escalier  comme 

1  2 

à  la  pa^e  18  en  remplaçant       par       .     Il  faut  alors  remplacer  les  sommes 
^     '        Pi         Pi 

et  les  produits  considérés  à  la  page   19  par  les  suivantes: 
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2  2 

(Ti  =  —  +  ...  +      <  2  log  f^o  etc. 

-=('-3-('-3<^^    - 

en  nous  servant  de  la  formule  suivante: 


5^/'l_2\,log^     0,8322 


3    \  p)  l0g2j; 

Nous  supposons  maintenant  2  1ogao<Cl' 

Nous  déduissons  la  formule  suivante  analogue  à  (i8): 

d'où  l'on  tire: 

J^n  >  171-172  ...  Un     1  —  2  log  «0  — 


l  —  ao^{e-\ogao)^ 
Choisissons  spécialement 

«==^=1,25  «0  =  1,2501 

Nous  obtenons  alors: 

i'.>0.«5(l-l)(,-l)...(,_l)  (.6) 

Etudions   le    nombre    {R)  de   termes   dans    E^^    en   formant   le  produit 
suivant 

2^        2_  ^Wi_^        1_ L 

P2      Ih       '"  Pr)  \         Pi      V2       "  '      Ih-x 

2        2  2    \^        /.         2         2                      2    \2 


Vi      V-i  Pu-iJ         \         P\       Ih  iAv-i 

Ce  produit  contient  tous  les  termes  de  E^  et  plus.   Le  nombre  [2yA^\) 
de  termes  dans  le  premier  facteur  est  plus  petit  que  Pr,  quand  px^  ^  3,   et 

dans   le   deuxième   plus    petit   que  p^   etc.    Nous  en  concluons 


2_  2  «  + 1 

a        a- 
r    '  r 


Nous  obtenons  alors  la  formule: 
P(D..,p„,,,...p.,>^.  0,or.  (l  -|)  (l  -|)  •■  ■  (l  -})-"■'      '=7' 

une    formule    qui    est    valable    pour    tous    nombres     premiers     successifs 

P\jPi,  '  ■  •  Pr  quand 

Ih'^PB 


I920.    No.  3.      LE  CRIBLK  d'eRATOSTHÈNE  ET  LE  THÉORÈME  DE  r.OLDBACII.  3I 

OÙ  y^,   dcsignc  un   iioinl)!!-   |)i<:mi<i    ilctcnniiiahlc. 

Nous  obtenons  aussi  une  foiiuulL-  analogue  à  121): 


valable  pour  tous 


Nous  en  concluons 


r>e 


/'</V.-,:i,r,,...,M>/,„^g^,_,,-3«.K'  (291 


pour  tous  r  ^  c 

où  c  ^  e 

Choisissons  spécialement 


Nous  obtenons  alors 


P(/^.,3,5,...Kx-))>^,-3e..->^,  ,30, 

por  tous 

X  ]>  Xo 

En  supposant  D  ^^  l   nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant: 
Qi((i)i(l  Dous  c/f'nroiis  doublement  parmi  x  termes,  tous  les  trois,  tous 

I  0  Ax 

les  cinq  etc.  jusquà  tons  les  2}{x^^)  il  restera  toujours  plus  que  -r-^ — ^2  ^^^' 

nos  si  x^  xo. 

Nous  avons  supposé 

c'est-à-dire   qu'aucun    des   effacements   doubles   ne    soit    réduit    à    un    seul. 
Quand  il  s'agit  de  déterminer  les  décompositions  goldbachiennes  du  nombre 

on  voit  pourtant  que 

a„  =  t>. 


a.,  =  h  y 


Mais  la  limite  inférieure  de  P  ne  sera  naturellement  plus  petite,  quand 

2  1 

on  réduit  les  effacements  (comparez  §  s)-    H  faut  alors   remplacer  — par- 

2  1 

et  —  par  — .   Nous  obtenons  alors  la  nouvelle  limite  intérieure  de  P: 

Py        h' 
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1--    ...    1 

Nous  en  concluons,  comme  à  la  page  29,  en  choisissant  D=2  le 
théorème  suivant,  analogue  à  celui  de  Goldbach: 

On  peut  écrire  chaque  nombre  pair  x,  plus  grand  que  Xq, 
comme  la  somme  de  deux  nombres,  dont  le  nombre  de  facteurs 
premiers  ne  surpasse  pas  neuf. 

Xo  désigne  un  nombre  déterminable. 

Les  facteurs  premiers  peuvent  être  différents  ou  non. 

Nous  pouvons  aussi  déduire  le  théorème  suivant: 

Il  existe  luie  infinité  des  piiires  de  nombres,  ayant  la  différence  2, 
dans  la  classe  des  nombres,  dont  le  nombre  de  facteurs  premiers  ne 
surpasse  pas  neuf. 

§  7. 

Nous  pouvons  aussi  déterminer  une  limite  supérieure  du  nombre  des 
nombres,  qui  restent  non-effacés  en  employant  les  cribles  d'Eratosthène  et 
de  Merlin. 

Nous  nous  servirons  de  l'inégalité  suivante: 

iV  (J,  D,  X,  ffi,  [)u  .  •  .  (1^,  l>,,  ■  .  .  (1^,  Pj  ^  N(J,  T),  ./•,  a^,p^,  . .  .  a^,  p^) 
ou  plus  brièvement 

N[D,x,ih,p^,  .  .  .pj^NiD,  .x,pi,  .  ..p^)  (31) 

où  r  <  n 

Nous  nous  servirons  aussi  de  la  formule 

N{D,x, 2h, ïh,  •  •  .  1\)  =  ^^(D,  Jc)—   ^  ^^ {D-p^,x)  + 

a<r 

I     2    N{D'p^-p^^,x,pi...p^_^)  (3') 

a^r  b<[a 

Pour  évaluer  les  termes  de  la  dernière  somme,  nous  nous  servirons 
de  (31)  et  de  la  même  formule  (3').  En  continuant  nous  obtenons  la  formule, 
analogue  à  (14): 

X 


N{D,x,2h,"-P,)< 


1  _   2"  —  4-  2^     2"  — 2:    Z    2:  ^- 

a^T2\       a^r  h<:al\' Ph       a^rb<ac<b?^ai\*^^c 
b<r  b<r  c<t 


-\-    Z      2      2      2    ^ 

a^r  b<a  c<b  d<c  Pa'Pb'Pc'Pd 
b<r  c<t  d<t 


+  R  (32) 
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ou  plus  brièvement; 
où  l'expression 


J) 


1     ,s', -f-.s^     s,-\-s,-  ...4-,s„l-^  n 


/•;,.    1  -  ^'i  4-  -s    'Vi  +  ^4  - . . .  +  'M'.. 

est  ealculce  an    niovtii   du   schéma: 


i'ji   employant    la    même    nuthode    comme  auparavant,   nous  obtenons: 


et  spécialement 


A,  <  /A  +  ('• '"f  "•^^' 


il  (MI 


t^<yA//.[l+-.C-^^)"+«,<'^'f"")" 


Kn  continuant  nous  obtenons  à  la  fin 


/'/n'C./Vi-//,.  •//:!•    •//.. 


ou 


-"<i'-;,)('-.i)-0";ii'+ 


(33) 


quand 


Choisissons  spécialement 


3 


(e  logao\^ 

eloga„Y-^  ^ 

r<„=  1,51 


Nous  obtenons  alors  : 


(-,:■)(- -j-o-^y 


/•;„<  1.505    1  -     --Il  l 

Px)\         p.> 


Eitudions    le    nombre    (/•')   de    termes   dans    J'J^    en    formant  le  produit 
suivant: 


1  1 

V         /h       Pi 
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Nous  voyons,  comme  plus  haut,  que 

2  2  2  2« 

Nous  pouvons  alors  donner  à  (32)  la  forme  suivante 
N{D,.r,n,V.---p,^  <  |.  ,,505(1  -^;_)  (1  ._^L)  ..  .(1  -^y+;v. 

Nous  en  concluons  la  formule 
N{D,x.  2.  3,  .  ••>>.)<  ^  •  1-505  (1  -  ^)  (1  --  3)  •  •  .  (1  -  A)_|_  2e^,^« 

valable  pour  tous 

r  >  e 

Mais  d'après  la  formule  de  Mertens  nous  obtenons 

Nil),  X,  2,  3,  •  .  •  ,  i)r)  <  ^^,^  +  ^'Pl 

pour  tous    r  ^  c 
où      c  "^^  e. 

Choisissons  spécialement 

Nous  en   concluons 

en  nous  servant  d'un  tliéorème  célèbre  de  Tchebycheft. 
Nous  obtenons  donc  : 

.V  (1, .,-,  %  3, .  .  ■„, .  i/.?|)  <  '^  +  2-" . .,'  <  ^^  (34) 

pour  tous 

X  >  a;,) 

En   nous  servant  de  Tinégalité  (31)  nous  obtenons: 

n{\,  X,  2,  3,  •  •  /mV^^O^  '^' (i.^-  2,  :-i-  •  •  -^^iV-^)) 

pour  tous    X  ^  x'o  . 

Nous  en  concluons  spécialement 

d'où 

^  '       log.r  loga; 

pour    tous    x^Xo,     7i\.i)    désignant    le    nombre    des    nombres     premiers 
au-dessous  de  x. 


n)jn.  N(i.  ;i.     i.r:  ckii!!  i   ii'iu,\Ti>siiii-NK  Kr  i.i:  tmiork.mi   dk  goi-DHach.       35 
Nous   ()l)it  lions   aussi   en   (.oiiiparant   liii   tlKoniiit-   a    la   paf^c   24: 

(/nmiil    tlDKs    r/ldrnns    Jtai  ini     r    Irrnirs   /mis   les  ilfK.I ,   hitis  li'.i  huis.  r/r. 

)i(S(/ii'()   fnits  1rs    j){\x),     il    irs/riti    Inajotus     A     trnnes.    du    \    i-sl     un 

X  1 X 

nonihrc,  silur  ddiis  l'hiiervaUc  ,  , ,  inuind   r">.rn. 

log.r         logr 

l'ituilions    à    la    tin    le    crihie    de    Meilin.      Nous    obtenons    la    formule, 
analogue  à  (33): 

Choisissons  spécialement 

n        l.-iô  «0=  l,2r.01 


d'où    lV»n   tire 


-"<-(-^)o-:)-o-:) 


Nous  en  déduissons  connue  plus  haut  : 
P{I),  X.  H,  :,,  . . .  p,)  <  ^  .  1,82  (l  ~  ^)  (l  -  I)  •  •  •  (1  -|-)  +  -à'^-Pr 


10 


ou 


F  (  /A  X,  S,  >,  .  .  .  y..)  <  7^:^!^^,  +  ^•^  •  />r'"  136» 


pour  tous 

r>r 
où     (■  ^  e     hoir  page  30I. 

Choisissons  maintenant 

Nous  obtenons  alors 

/■,  /-,  r.  2,  3.  .  .  .  ,„2.,-''')|  <   ,-l?ii-,-  +  8— '^if  <  ^^HL^. 

1)  •  (log  .r)2    '  /)  •  (log  x)- 

pour  tous 

Nous  nous  servons  maintenant  de  l'inégalité: 

J'{J),x,2,-i.  ■  ■  ■  i>{\x))<^J'{D,x,  2.  .•3.  ••  ■  p{2\x)} 
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et  de  l'équation: 

Z(x)  —  Z{fx+  2)4-1=  P(2,  X,  2,  H,  •  •  •  piix)) 

où  Z{x)  désigne  le  nombre  des  nombres  premiers  jumeaux  au-dessous 
de  ar,  et  où  nous  avons  choisi  0  et  2  comme  points  de  départ  des 
effacements. 

Nous  obtenons  donc: 

195  a; 


Z{x)  < 


ou 


2-{]ogxY'     ' 
100  a: 


Va: 


4-  •? 


Z{x)< 


(log  a;)- 


(37> 


pour   tous   X  ^  Xo  où  Xq  désigne  un  nombre  déterminable.     Ici  Z  (x) 
désigne  le  nombre  des  nombres  premiers  jumeaux  au-dessous  de  x. 
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